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Pregunta 1. Medidas de riesgo y riesgo paramétrico. [30 puntos]

Supongamos que el parámetro aleatorio Θ sigue la distribución exponencial con
parámetro β > 0, por ejemplo tiene la densidad π(θ) = β · exp(−βθ) · 1(0,∞)(θ).
Asúmase la hipótesis de que, dado el valor θ of Θ, la variable pérdida X tiene la
densidad

ƒ (|θ) =
θ

2
p

exp

�

−θ
p

�

· 1(0,∞)()

y así, la función de distribución es F(|θ) = 1 − exp
�

−θ
p

�

,  ≥ 0.

(a) [8 puntos] Sea α ∈ (0,1). Determinar las medidas de riesgo Valor en Riesgo
VRα(X|Θ = θ) y Déficit Esperado ESα(X|Θ = θ) de la distribución condicional
de X, dado el valor θ del parámetro.

Pista.
∫

(ln(z))2 dz = z(ln(z))2 − 2z ln(z) + 2z

(b) [8 points] Determine la densidad a posteriori de Θ, dada la observación 1 ∈ R+

de X así como la densidad marginal de X.

Pista . La distribución Gamma con parámetros , b > 0 tiene la densidad

π(θ) =
b

()
· θ−1 · exp(−bθ) · 1(0,∞)(θ)

y se cumple que (1) = 1, ( + 1) = ().

(c) [14 points] Por recurrencia, el resultado correcto de la parte b) da lugar a la
siguiente función de distribución acumulativa de X, dadas las observaciones
1, 2, . . . , n ∈ R+:

F( | 1, 2, . . . , n) = 1 −
�

β +
∑n

=1
p


β +
∑n

=1
p
 +
p


�1+n

,  ≥ 0.

El valor esperado de esta distribución predictiva viene dado por E(X|1, . . . , n) =
n+1

β+
∑n
=1
p


.

(i) [2 puntos] Comprobar que el Valor en Riesgo VR(n)
α

de la distribución
predictiva de X | 1, 2, . . . , n al nivel de confianza α ∈ (0,1), viene dado
por

VRα(X | 1, . . . , n) =

 

β +
∑n

=1
p


(1 − α)
1

n+1

− β −
n
∑

=1

p



!2

.

(ii) [6 puntos] Cuantificar el riesgo de parámetro en el que se incurre cuan-
do el Valor en Riesgo es estimado usando el estimador de la máxima-
verosimilitud basado en las observaciones 1, 2, . . . , n.
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(iii) [6 puntos] Analizando el comportamiento asintótico cuando n → ∞ se
observan los resultados siguientes:

� La varianza a posteriori de la distribución de Θ, dado 1, . . . , n, con-
verge a 0.

� El valor esperado de la distribución a posteriori de Θ, dado 1, . . . , n,
converge a 1

E(
p
X)

.

� Se cumple que limn→∞ VR(n)
α
=
�

1
E(
p
X)
· ln(1 − α)

�2
.

Explique estos resultados asintóticos. Para ello indique qué medida de
riesgo de qué variable toma el valor límite de

�

1

E(
p
X)
· ln(1 − α)

�2

.
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Pregunta 2. Medidas de Riesgo y Teoría de los Valores Extremos. [23 pun-

tos]

Asuma la hipótesis de que la cuantía del siniestro X tiene la distribución de proba-
bilidad

F,b() = 1 −
�

1 +


b

�− 1


,  ≥ 0,

con parámetros  ∈ (0,1) y b > 0.

(a) [5 puntos Determine el Valor en Riesgo y el Déficit Esperado de X al nivel de
confianza α ∈ (0,1), donde  > 0 y b > 1.

(b) [6 puntos] Calcule el ratio asintótico del Déficit Esperado y el Valor en Riesgo,

lim
α→1

ESα(X)

VRα(X)
,

y exponga cómo este ratio puede ser útil para determinar el capital en riesgo.

(c) [12 puntos] Una compañía de seguros ha estado modelizando sus pérdidas
anuales X debido a los riesgos operacionales por medio de una distribución
lognormal con parámetros μ = 1 and σ2 = 4.

Las investigaciones de la función de gestión de riesgos han proporcionado evi-
dencias de que esta distribución se ajusta bien en años normales, pero han
expresado su preocupación de que las pérdidas extremas que pueden ocurrir
en años de siniestralidad extrema puede que no sean capturadas adecuada-
mente por la cola de la distribución.

Una sesión de trabajo con los propietarios de los riesgos lleva a la conclusión
de que los años de siniestralidad extrema se caracterizan por unas pérdidas
X que exceden el umbral  = 35.52. De acuerdo con la distribución usada
hasta ahora, la probabilidad de que un año sea de siniestralidad extrema,
por ejemplo, X > 35.52, es P(K) = 0.1. Los expertos coinciden en que esta
probabilidad es razonable y que la pérdida medida de un año con siniestralidad
extrema asciende a 100. El gestor de riesgos considera dos enfoques para
incorporar los resultados de la sesión de trabajo en la distribución de X.

A) Modelizar el tamaño del siniestro por medio de la función de distribución

G() :=

¨


�

ln()−1
2

�

; 0 ≤  ≤ 35.52,
0.9 + 0.1 · F,b( − 35.52);  ≥ 35.52,

donde  denota la función de distribución de una distribución normal
estándar.
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B) Modelizar el tamaño del siniestro por medio de la función de distribución

H() = 0.9 · 
�

ln() − 1

2

�

+ 0.1 ·
�

1 −
�

2

2 + 

�b2
�

.

Usted puede utilizar las relaciones siguientes sin necesidad de demostrarlas:

� Si X tiene la función de distribución F,b, entonces:

– P(X >  + y | X > ) = F,b+(y)

– E(X) = b
1−

� Para la distribución de Pareto con función de distribución  7→ 1−
�

2
2+

�b2
,

se cumple que:

– P(X >  + y | X > ) = (2+)b2
(2++y)b2

, y ≥ 0

– e() := E(X −  | X > ) = 2+
b2−1

(i) [4 puntos] Explique los fundamentos de los dos enfoques A) y B).

(ii) [8 puntos]

� [4 puntos] Compare y valore los dos enfoques A) y B).

� [4 puntos] Desarrolle una propuesta de cómo implementar los dos en-
foques A) y B). Indique si, para la implementación, usted necesita in-
formación adicional de los participantes en la sesión de trabajo y, si
es así, cuáles son los aspectos relevantes que deben ser aclarados.

page 5 of 11



Examen escrito CERA. Módulo A
Métodos cuantitativos de la Gestión de Riesgos Empresariales (GRE o ERM)

24 de Mayo de 2022

Pregunta 3. Modelos de Tipos de Interés. [22 puntos]

(a) [9 puntos] Se asume la hipótesis de que P(0, S) > P(0, T) · 1
1+(S−T)·F(0,T,S) para

0 < T < S, donde P(0, T) y F(0, T, S) denota, respectivamente, el precio en el
momento 0 de un bono cupón cero con vencimiento en T y el tipo de interés
a futuro en el momento 0 para el periodo [T, S] . Desarrolle una estrategia de
arbitraje.

(b) [8 puntos] Sea F(t, T, S) el tipo de interés a futuro (a plazo o a término) en
capitalización simple en el momento t que se aplicará desde el momento T ≥ t
hasta S > T y L(T, S) tipo de interés al contado en capitalización simple en el
momento T para el periodo [T, S]. Demuestre que

ES(L(T, S) | F) = F(, T, S), 0 ≤  ≤ t ≤ T < S,

donde ES denota la esperanza matemática bajo la S medida de probabilidad a
plazo QS. Comente de forma razonada el resultado en el caso especial t = T.

(c) [5 puntos] Explique la idea básica que subyace en la fórmula de Black 76 para
un caplet. ¿En qué circunstancias esta idea puede ser implementada de forma
que sea matemáticamente rigurosa? Indique las ventajas de dicha implemen-
tación frente a la fórmula clásica de Black 76.
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Pregunta 4. Agregación de Riesgos y Cópulas. [30 puntos]

Considere una compañía de seguros con d líneas de negocio cuyas variables de
pérdidas asociadas son L1, . . . , Ld. El capital en riesgo de una línea de negocio indi-
vidual se denota por EC1, . . . ,ECd.

(a) [9 puntos] Explique tres métodos para determinar el capital en riesgo global
EC indicando las ventajas e inconvenientes de cada uno.

(b) Por simplicidad a partir de ahora se consideran d = 2 líneas de negocio. Asú-
mase la hipótesis de que L1 ∼ N(μ1, σ21) y que L2 se distribuye siguiendo una
distribución log-normal con parámetros μ2, σ22, es decir, ln(L2) ∼ N(μ2, σ22). El
equipo de gestión de riesgos ha decidido usar un enfoque de cópulas y un
modelo de meta distribuciones de Gauss (por ejejmplo, un modelo basado en
la cópula de Gauss CGa

ρ
) para la agregación de riesgos.

(i) [3 puntos] Proporcione para un parámetro fijo ρ la función de distribución
FL de L = (L1, L2)′ en el modelo de Meta distribuciones de Gauss.

(ii) [6 puntos] Usted tiene un generador de números aleatorios a su dispo-
sición que es capaz de generar realizaciones z1, z2 de N(0,1) que son
estocásticamente independientes entre sí. Desarrolle un algoritmo para
generar una realización de (L1, L2)′ ∼ FL.

(c) Un aspecto importante a la hora de usar el modelo de Meta distribuciones de
Gauss es determinar los parámetros de la cópula ρ.

(i) [7 puntos] Explique que estructura de dependencia se obtiene en los ca-
sos especiales en los que ρ = 0 y ρ = 1. ¿Están L1 y L2 perfectamente
correlacionados en el caso que ρ = 1? Para el caso de que ρ = 1 determi-
nar el Valor en Riesgo VRα(L1 + L2). Justifique sus respuestas.

(ii) [5 puntos] Usted tiene a su disposición las 5 observaciones de L1 y L2
siguientes.

Observación 1 2 3 4 5
L1 0.13 0.16 0.81 0.17 0.66
L2 0.81 0.42 0.94 0.92 0.78

Calcule la τ de Kendall y un estimador para el parámetro ρ en CGa
ρ

.
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Pregunta 5. Riesgo de Contraparte. [20 puntos] Dos partes S y B han acordado
un contrato donde el vendedor de la protección S ofrece al comprador de la protec-
ción B protección contra un evento adverso a cambio de los pagos de unas primas.
Se denota Vt el valor de mercado del contrato en el momento t desde el punto de
vista de B; el vencimiento se denota por T. (Ejemplos de tales acuerdos son los
contratos de permuta financiera en los que subyacente es el riesgo de crédito y los
contratos de seguro).

(a) [6 puntos] Explique que se entiende por riesgo de contraparte en este con-
texto e indique brevemente dos de las técnicas diferentes que se utilizan para
gestionar esta categoría de riesgo.

(b) En el contexto expuesto más arriba la corrección de valor para el comprador
de protección B viene dado por

CVA = EQ
�

1{τS<T}e
−rτS(VτS)

+� .

Donde r ≥ 0 es el tipo de interés libre de riesgo, τS y δS es el tiempo de impago
y la pérdida en caso de impago de S.

(i) [5 puntos] Assume that δS is deterministic and that the market value Vt
of the contract and the default time τS are independent. Show that under
these assumptions the CVA is equal to the simpler expression

Asúmase la hipótesis de que δS es determinista y que el valor de mercado
Vt del contrato y del tiempo de impago τS son estocásticamente indepen-
dientes entre sí. Demuestre que bajo esas hipótesis el CVA es igual a la
expresión simplificada

CVAindep = δS

∫ T

0
e−rtEQ(V+

t
)ƒS(t)dt ,

donde ƒS denota la densidad de τS.

(ii) [5 puntos] Evalue la fórmula para el caso en el que EQ(V+
t
) es constante

e igual a 100 y donde bajo Q, τS se distribuye siguiendo una distribución
exponencial con parámetro γS. Se puede calibrar γS a partir del diferencial
de un CDS negociado sobre S ?

(iii) [4 puntos] En la obtención de la fórmula para CVAindep se asume la hipóte-
sis de que Vt y el tiempo hasta el impago τS son estocásticamente inde-
pendientes entre sí. Discuta la conveniencia de esta hipótesis en el con-
texto de un contrato de reaseguro.
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Pregunta 6. Riesgo de Crédito de la Cartera. [25 puntos] Considere una com-
pañia de seguros que ofrece seguro contra el impago en créditos al consumo. La 
cartera de seguros consiste en m contratos que ofrecen la protección contra el im-
pago de m créditos diferentes con indicadores de impago Y1, . . . , Ym. En el caso de 
que el crédito  cause impago, la compañía de seguros experimenta una pérdida de 
tamaño e. A continuación se asume la hipótesis de que e es determinista.

El asegurador usa un modelo de distribuciones ponderadas de la familia probit-
normal Bernoulli para la modelización de la distribución de probabilidad conjunta 
de los impagos de los m créditos (por ejemplo, con el fin de determinar el capital 
en riesgo). Se asume que la probabilidad de impago condicionada toma la forma

p(ψ) = ϕ(μ + σψ) for ψ ∼ N(0,1), 1 ≤  ≤m.
(1)

(a) [3 puntos] Explique porqué se expera que los impagos sean dependientes y
proporcione una justificación intuitiva del modelo (1).

(b) [8 puntos] Exprese la probabilidad de impago p̄ = P(Y  = 1), la covarianza
cj = cov(Y , Y j) y la probabilidad de que cause impago exáctamente un crédito
como una integral respecto de la densidad de ψ.

(c) [6 puntos] Desarrolle un algoritmo para generar una realización de L =
∑m

=1 eY
.

Para dicho algoritmo usted tiene a su disposición un generador de números
aleatorios que puede generar variables nomales y de Bernoulli.

(d) [8 puntos] A continuación asúmase la hipótesis de que el modelo es intercam-
biable (μ ≡ μ, e ≡ e) y defina la variable de ponderación Q = ϕ(μ + σψ).

Para un m suficientemente grande se cumple que

VRα(L) ≈meVRα(Q) (2)

Explique la obtención de esta fórmula y utilice (2) para calcular una aproxima-
ción aVRα(L). Cuál es el impacto de un σ mayor sobre VRα(L) para α > 0.5?
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Pregunta 7. Riesgo de tipo de interés y modelos de estructura temporal

de tipos de interés. [30 puntos]

Se asume la hipótesis de que el tipo de interés a corto plazo r(t) sigue un modelo
de Vasicek con parámetros , b y σ bajo la medida de probabilidad real P:

dr(t) = (b − r(t))dt + σ dWt (RW)

Además, se asume que λ es el precio del riesgo en el mercado. En tal caso, bajo la
medida de probabilidad neutral al riesgo Q, r(t) sigue el modelo de Vasicek

dr(t) = (bλ − r(t))dt + σ dW
Q
t (RN)

donde bλ = b − λσ
 .

Pista. En el modelo de Vasicek, la esperanza matemática del factor de descuento
estocástico D(t, T) viene dado por:

� bajo la medida de probabilidad real:

EP(D(t, T)|Ft) = exp (−A(t, T) − B(t, T) · r(t))

con funciones deterministas A(t, T) y B(t, T),

� bajo la medida de probabilidad neutral al riesgo:

EQ(D(t, T)|Ft) = exp (−Aλ(t, T) − Bλ(t, T) · r(t))

con funciones deterministas Aλ(t, T) and Bλ(t, T).

Además, el tipo de interés a corto plazo se distribuye siguiendo una distribución
normal:

� r(t) ∼ N ((t), b(t)) con funciones deterministas (t) y b(t) bajo la medida de

probabilidad real,

� r(t) ∼ N (λ(t), bλ(t)) con funciones deterministas λ(t) y bλ(t) bajo la medida

de probabilidad neutral al riesgo.

(a) [10 puntos] Con el fin de cubrir la obligación de pagar la cantidad S en el
momento 2, una compañía invierte en el valor de mercado de la obligación en
un bono cupón cero con vencimiento 1. Determinar la cantidad de capital en
riesgo en el momento 0 que se necesita con el fin de asegurar que el valor
de mercado de la obligación en el momento 1 puede ser cubierto con una
probabilidad del 0.95
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(b) [20 puntos] Considere una cartera de N personas aseguradas de la misma
edad que suscriben un seguro de capital diferido a prima única que paga la
suma S en el momento 2. Sea p la probabilidad de supervivencia hasta el
momento 2. Asuma la hipótesis de que los tantos de interés y de mortalidad
son estocásticamente independientes entre sí.

(i) [2 puntos] Indique el valor actual estocástico PV(0) de las obligaciones
del seguro en el momento 0 como función de número aleatorio de super-
vivientes y de la evolución aleatoria del tipo de interés a corto plazo.

(ii) [3 puntos] Determine el valor esperado de PV(0) bajo las medidas de
probabilidad real y riesgo neutral. ¿Cuál de esas cantidades es el valor de
mercado M de los compromisos?

(iii) [10 puntos] Determine la varianza del PV(0) bajo la medida de probabili-
dad real. Analice el comportamiento asintótico limN→∞ Vr

�

PV(0)
N

�

y expli-
que el resultado desde un punto de vista económico.

Pista. Para dos variables aleatorias cuyo cuadrado es integrable, es decir,
sus momentos de segundo orden son finitos, se cumple que

Vr(X) = E(Vr(X|Y)) + Vr(E(X|Y)).

(iv) [5 puntos] La compañía de seguros invierte el valor de mercado de los
compromisos M en una cuenta bancaria que se asume evoluciona de acu-
erdo con el modelo de Vasicek. Desarrolle una estrategia para reducir el
riesgo de tipo de interés. Empleando argumentos cualitativos, indique si
el riesgo de tipo de interés puede ser eliminado completamente o no.
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