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Pregunta 1. Medidas de riesgo y riesgo paramétrico. [30 puntos]

Supongamos que el parametro aleatorio © sigue la distribucién exponencial con
parametro B > 0, por ejemplo tiene la densidad m(6) = B - exp(—B6) - 1(0,x)(6).
Asumase la hipétesis de que, dado el valor 6 of ©, la variable pérdida X tiene la
densidad

0]
f(x|6) = 7% exp (—0+x) - 1(0,00)(X)

y asi, la funcién de distribucién es F(x|0) = 1 —exp (—0+/X), x = 0.

(a) [8 puntos] Sea a € (0, 1). Determinar las medidas de riesgo Valor en Riesgo
VaR4(X|© = 0) y Déficit Esperado ES4(X|© = 6) de la distribucién condicional
de X, dado el valor 6 del parametro.

Pista. [(In(2))?dz = z(In(2))? — 2zIn(2) + 2z

(b) [8 points] Determine la densidad a posteriori de ©, dada la observacién x; € R*
de X asi como la densidad marginal de X.

Pista . La distribucién Gamma con parametros a, b > 0 tiene la densidad

a

O =t

091 . exp(—bB) - 1(0,0)(6)

y se cumple que I'(1) =1, Ma+ 1) =al(a).

(c) [14 points] Por recurrencia, el resultado correcto de la parte b) da lugar a la
siguiente funcion de distribucién acumulativa de X, dadas las observaciones
X1,X2,...,Xn ERT:

> 0.

,8 + Zg):l m )1+n
, X

F(x|x1,xz,...,x,,):1—(ﬁ+27=11/7[+ 7%

El valor esperado de esta distribucién predictiva viene dado por E(X|x1,...,Xn) =

n+1
B+, VX
(i) [2 puntos] Comprobar que el Valor en Riesgo VaR( de la distribucién
predictiva de X | x1, X2, ..., X al nivel de confianza a € (0, 1), viene dado
por

n - n 2
VaRa(Xlxl,...,xn)=(M—E—Zﬁ) .
i=1

1
(1—a)mt

(ii) [6 puntos] Cuantificar el riesgo de pardmetro en el que se incurre cuan-
do el Valor en Riesgo es estimado usando el estimador de la maxima-
verosimilitud basado en las observaciones x1, X2, ..., Xn.
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(iii) [6 puntos] Analizando el comportamiento asintético cuando n — oo se
observan los resultados siguientes:

e La varianza a posteriori de la distribucién de ©, dado x3, ..., xn, con-
verge a 0.

e El valor esperado de la distribuciéon a posteriori de ©, dado x1,..., Xn,

1
converge a m

2
e Se cumple que limj_e VaR( = ([E(11/7) ‘In(1— or)) .

Explique estos resultados asintoticos. Para ello indique qué medida de
riesgo de qué variable toma el valor limite de

2
In(1—a)) .

([E(/Y)'
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Pregunta 2. Medidas de Riesgo y Teoria de los Valores Extremos. [23 pun-

tos]

Asuma la hipdtesis de que la cuantia del siniestro X tiene la distribucion de proba-
bilidad

ax _%
Fa,b(x)=1—(1+?) , x20,

con parametros a€ (0,1) y b > 0.

(a)

(b)

(c)

[5 puntos Determine el Valor en Riesgo y el Déficit Esperado de X al nivel de
confianza a € (0,1), dondea>0y b>1.

[6 puntos] Calcule el ratio asintético del Déficit Esperado y el Valor en Riesgo,
. ESa(X)
lim ———-,
a—1VaRy(X)

y exponga cdmo este ratio puede ser Util para determinar el capital en riesgo.

[12 puntos] Una compafiia de seguros ha estado modelizando sus pérdidas
anuales X debido a los riesgos operacionales por medio de una distribucion
lognormal con parédmetros u =1 and 02 = 4.

Las investigaciones de la funcion de gestién de riesgos han proporcionado evi-
dencias de que esta distribucién se ajusta bien en afios normales, pero han
expresado su preocupacion de que las pérdidas extremas que pueden ocurrir
en anos de siniestralidad extrema puede que no sean capturadas adecuada-
mente por la cola de la distribucién.

Una sesidn de trabajo con los propietarios de los riesgos lleva a la conclusion
de que los anos de siniestralidad extrema se caracterizan por unas pérdidas
X que exceden el umbral u = 35.52. De acuerdo con la distribucién usada
hasta ahora, la probabilidad de que un afo sea de siniestralidad extrema,
por ejemplo, X > 35.52, es P(K) = 0.1. Los expertos coinciden en que esta
probabilidad es razonable y que la pérdida medida de un afio con siniestralidad
extrema asciende a 100. El gestor de riesgos considera dos enfoques para
incorporar los resultados de la sesién de trabajo en la distribucién de X.

A) Modelizar el tamano del siniestro por medio de la funcién de distribucién

q)(ln(xz)—l) ; 0<x<35.52,

G(x) 1=
0.9+ 0.1-Fqp(x—35.52); x> 35.52,

donde & denota la funcién de distribucidn de una distribucion normal
estandar.
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B) Modelizar el tamanio del siniestro por medio de la funcién de distribucién

In(x)—1 a, \P2
H(X)=0.9-4>(—)+0.1-(1—( ) )
2 ar+x

Usted puede utilizar las relaciones siguientes sin necesidad de demostrarlas:

e Si X tiene la funciéon de distribucién Fq p, entonces:
-PX>u+y|X>u)=Fagbrau(y)

—[E(X)=%

C ., ., C ., bz
e Para la distribucién de Pareto con funcidon de distribucion x — 1—(a§'frx) ,
se cumple que:

(az+u)P2

—IP(X>u+y|X>u)=m,y20
- e(u):=[E(X—u|X>u)=g§i'i’

(i) [4 puntos] Explique los fundamentos de los dos enfoques A) y B).
(ii) [8 puntos]
e [4 puntos] Compare y valore los dos enfoques A) y B).

e [4 puntos] Desarrolle una propuesta de cémo implementar los dos en-
foques A) y B). Indique si, para la implementacién, usted necesita in-
formacién adicional de los participantes en la sesién de trabajo vy, si
es asi, cuales son los aspectos relevantes que deben ser aclarados.
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Pregunta 3. Modelos de Tipos de Interés. [22 puntos]

(a) [9 puntos] Se asume la hipétesis de que P(0,S) > P(0, T) - m para

(b)

0<T<S,donde P(0,T) y F(O,T,S) denota, respectivamente, el precio en el
momento 0 de un bono cupdn cero con vencimiento en T y el tipo de interés
a futuro en el momento 0 para el periodo [T, S] . Desarrolle una estrategia de
arbitraje.

[8 puntos] Sea F(t, T,S) el tipo de interés a futuro (a plazo o a término) en
capitalizacién simple en el momento t que se aplicard desde el momento 7T >t
hasta S > T y L(T, S) tipo de interés al contado en capitalizacién simple en el
momento T para el periodo [T, S]. Demuestre que

ES(L(T,S) | Fu)=F(u, T,S), O0<u<t<T<S,

donde E° denota la esperanza matematica bajo la S medida de probabilidad a
plazo Q°. Comente de forma razonada el resultado en el caso especial t =T.

[5 puntos] Explique la idea béasica que subyace en la férmula de Black 76 para
un caplet. ¢En qué circunstancias esta idea puede ser implementada de forma
gue sea matematicamente rigurosa? Indique las ventajas de dicha implemen-
tacion frente a la férmula clasica de Black 76.
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Pregunta 4. Agregacion de Riesgos y Cépulas. [30 puntos]

Considere una compafia de seguros con d lineas de negocio cuyas variables de
pérdidas asociadas son L1, ..., Lq. El capital en riesgo de una linea de negocio indi-
vidual se denota por EC4, ..., ECy.

(a) [9 puntos] Explique tres métodos para determinar el capital en riesgo global
EC indicando las ventajas e inconvenientes de cada uno.

(b) Por simplicidad a partir de ahora se consideran d = 2 lineas de negocio. Asu-
mase la hipdtesis de que L1 ~ N(u1, of) y que L, se distribuye siguiendo una
distribucién log-normal con parametros u», og, es decir, In(L2) ~ N(uz, og). El
equipo de gestion de riesgos ha decidido usar un enfoque de cépulas y un
modelo de meta distribuciones de Gauss (por ejejmplo, un modelo basado en
la cépula de Gauss Cga) para la agregacion de riesgos.

(i) [3 puntos] Proporcione para un parametro fijo p la funcién de distribucién
FL de L=(L1,L>) en el modelo de Meta distribuciones de Gauss.

(ii) [6 puntos] Usted tiene un generador de nimeros aleatorios a su dispo-
sicién que es capaz de generar realizaciones z1,z, de N(0, 1) que son
estocdsticamente independientes entre si. Desarrolle un algoritmo para
generar una realizaciéon de (L1, L2) ~ Fy.

(c) Un aspecto importante a la hora de usar el modelo de Meta distribuciones de
Gauss es determinar los parametros de la cépula p.

(i) [7 puntos] Explique que estructura de dependencia se obtiene en los ca-
sos especiales en los que p =0y p = 1. éEstdn Ly y L, perfectamente
correlacionados en el caso que p = 17 Para el caso de que p = 1 determi-
nar el Valor en Riesgo VaR4(L1 + L2). Justifique sus respuestas.

(ii) [5 puntos] Usted tiene a su disposicidon las 5 observaciones de L1 y L>
siguientes.

Observacion 1 2 3 4 5
L1 0.13 0.16 0.81 0.17 0.66
Lo 0.81 0.42 0.94 0.92 0.78

Calcule la T de Kendall y un estimador para el parametro p en Csa.
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Pregunta 5. Riesgo de Contraparte. [20 puntos] Dos partes Sy B han acordado
un contrato donde el vendedor de la proteccién S ofrece al comprador de la protec-
cién B proteccién contra un evento adverso a cambio de los pagos de unas primas.
Se denota V; el valor de mercado del contrato en el momento t desde el punto de
vista de B; el vencimiento se denota por T. (Ejemplos de tales acuerdos son los
contratos de permuta financiera en los que subyacente es el riesgo de crédito y los
contratos de seguro).

(a) [6 puntos] Explique que se entiende por riesgo de contraparte en este con-
texto e indique brevemente dos de las técnicas diferentes que se utilizan para
gestionar esta categoria de riesgo.

(b) En el contexto expuesto mas arriba la correccién de valor para el comprador
de proteccién B viene dado por

CVA = E9(1{rs<rr€ ™ (Vis)t).

Donde r > 0 es el tipo de interés libre de riesgo, Ts y 6° es el tiempo de impago
y la pérdida en caso de impago de S.

(i) [5 puntos] Assume that és is deterministic and that the market value V;
of the contract and the default time 75 are independent. Show that under
these assumptions the CVA is equal to the simpler expression

Asumase la hipotesis de que §s es determinista y que el valor de mercado
V¢ del contrato y del tiempo de impago Ts son estocasticamente indepen-
dientes entre si. Demuestre que bajo esas hipdtesis el CVA es igual a la
expresion simplificada

.

CVAindep _ 55f e_rtEo(V:)fS(t) dt,
0

donde fs denota la densidad de Ts.

(ii) [5 puntos] Evalue la férmula para el caso en el que EO(V;) es constante
e igual a 100 y donde bajo Q, Ts se distribuye siguiendo una distribucién
exponencial con pardmetro ys. Se puede calibrar ys a partir del diferencial
de un CDS negociado sobre S ?

(iii) [4 puntos] En la obtencién de la férmula para CVA™"P se asume la hipéte-
sis de que V; y el tiempo hasta el impago Ts son estocasticamente inde-
pendientes entre si. Discuta la conveniencia de esta hipétesis en el con-
texto de un contrato de reaseguro.
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Pregunta 6. Riesgo de Crédito de la Cartera. [25 puntos] Considere una com-
pafia de seguros que ofrece seguro contra el impago en créditos al consumo. La
cartera de seguros consiste en m contratos que ofrecen la protecciéon contra el im-
pago de m créditos diferentes con indicadores de impago Y1,..., Y™. En el caso de
gue el crédito i cause impago, la compafia de seguros experimenta una pérdida de
tamafo e;. A continuacidn se asume la hipotesis de que e; es determinista.

El asegurador usa un modelo de distribuciones ponderadas de la familia probit-
normal Bernoulli para la modelizacién de la distribucion de probabilidad conjunta
de los impagos de los m créditos (por ejemplo, con el fin de determinar el capital
en riesgo). Se asume que la probabilidad de impago condicionada toma la forma

pi(¢)=¢(u;+oy)for y ~N(0,1), 1<i<m. "

(a) [3 puntos] Explique porqué se expera que los impagos sean dependientes y
proporcione una justificacién intuitiva del modelo (1).

(b) [8 puntos] Exprese la probabilidad de impago p; = P(Y! = 1), la covarianza
Cj = cov(Y!, Y/) y la probabilidad de que cause impago exdctamente un crédito
como una integral respecto de la densidad de ¢.

(c) [6 puntos] Desarrolle un algoritmo para generar una realizacién de L = Zgl eyl
Para dicho algoritmo usted tiene a su disposicién un generador de numeros
aleatorios que puede generar variables nomales y de Bernoulli.

(d) [8 puntos] A continuacidon asimase la hipétesis de que el modelo es intercam-
biable (u; = u, e; = e) y defina la variable de ponderacién Q = ¢(u + o).

Para un m suficientemente grande se cumple que

VaRq(L) ® meVaR4(Q) (2)

Explique la obtencién de esta formula y utilice (2) para calcular una aproxima-
cién aVaRy(L). Cudl es el impacto de un o mayor sobre VaR4(L) para a > 0.5?
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Pregunta 7. Riesgo de tipo de interés y modelos de estructura temporal
de tipos de interés. [30 puntos]

Se asume la hipodtesis de que el tipo de interés a corto plazo r(t) sigue un modelo
de Vasicek con parametros a, b y o bajo la medida de probabilidad real P:

dr(t)=a(b—r(t))dt+ odW¢ (RW)
Ademads, se asume que A es el precio del riesgo en el mercado. En tal caso, bajo la
medida de probabilidad neutral al riesgo Q, r(t) sigue el modelo de Vasicek

dr(t) = a(by — r(t)) dt + cdWy (RN)
donde by = b—22.

Pista. En el modelo de Vasicek, la esperanza matematica del factor de descuento
estocastico D(t, T) viene dado por:

e bajo la medida de probabilidad real:
Ep(D(t, T)|Ft) = exp (—A(t, T) = B(t, T) - r(t))
con funciones deterministas A(t, T) y B(t, T),
e bajo la medida de probabilidad neutral al riesgo:
Eq(D(t, T)|Ft) = exp (—Ax(t, T) — Ba(t, T) - r(t))
con funciones deterministas A,(t, T) and Bx(t, T).

Ademas, el tipo de interés a corto plazo se distribuye siguiendo una distribucion
normal:

e r(t) ~N(a(t), b(t)) con funciones deterministas a(t) y b(t) bajo la medida de
probabilidad real,

o r(t) ~ N (ax(t), br(t)) con funciones deterministas a)(t) y bx(t) bajo la medida
de probabilidad neutral al riesgo.

(a) [10 puntos] Con el fin de cubrir la obligaciéon de pagar la cantidad S en el
momento 2, una compania invierte en el valor de mercado de la obligacién en
un bono cupén cero con vencimiento 1. Determinar la cantidad de capital en
riesgo en el momento 0 que se necesita con el fin de asegurar que el valor
de mercado de la obligacién en el momento 1 puede ser cubierto con una
probabilidad del 0.95
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(b) [20 puntos] Considere una cartera de N personas aseguradas de la misma
edad que suscriben un seguro de capital diferido a prima Unica que paga la
suma S en el momento 2. Sea p la probabilidad de supervivencia hasta el
momento 2. Asuma la hipdtesis de que los tantos de interés y de mortalidad
son estocasticamente independientes entre si.

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

[2 puntos] Indique el valor actual estocastico PV(0) de las obligaciones
del seguro en el momento 0 como funcién de nimero aleatorio de super-
vivientes y de la evolucién aleatoria del tipo de interés a corto plazo.

[3 puntos] Determine el valor esperado de PV(0) bajo las medidas de
probabilidad real y riesgo neutral. {Cudl de esas cantidades es el valor de
mercado M de los compromisos?

[10 puntos] Determine la varianza del PV(0) bajo la medida de probabili-
dad real. Analice el comportamiento asintético limy— Var(L(O)) y expli-

N
que el resultado desde un punto de vista econdmico.

Pista. Para dos variables aleatorias cuyo cuadrado es integrable, es decir,
sus momentos de segundo orden son finitos, se cumple que

Var(X) = E(Var(X|Y)) + Var(E(X|Y)).

[5 puntos] La compafia de seguros invierte el valor de mercado de los
compromisos M en una cuenta bancaria que se asume evoluciona de acu-
erdo con el modelo de Vasicek. Desarrolle una estrategia para reducir el
riesgo de tipo de interés. Empleando argumentos cualitativos, indique si
el riesgo de tipo de interés puede ser eliminado completamente o no.
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